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SERIES NUMERIQUES

1 DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

1.1 DEFINITIONS

Définition (Série numérique) Soit (un)nen une suite complexe.

n
Pour tout n € N on pose : U, = Z Uk (néme somme partielle). La suite (Un)nen est alors appelée la série de terme général
k=0

un et notée E Up .

¥ 8§ ¥ Explication

e Avec cette définition, une série n’est jamais qu’une suite. Du coup, avec les notations précédentes, dire que la série E Un,
converge (resp. diverge) revient simplement & dire que la suite des sommes partielles (Uy)nen converge (resp. diverge), et
la nature de la série E Ur, est sa convergence ou divergence.

e Seulement voila, si les séries ne sont que des suites, pourquoi faire une théorie des séries ? La théorie des suites n’est-elle
pas suffisante ? La réponse est non. La grande question de la théorie des suites est : & quelle condition la suite (un)nen
est-elle convergente ? La grande question de la théorie des séries est quant a elle : & quelle condition sur la suite (un)nen

la série Z ur, est-elle convergente 7 Cette question appelle des résultats spécifiques qui sont ’objet du chapitre.

oo
Définition (Somme d’une série) Soit (un)nen une suite complexe. Si la série E Uy, converge, sa limite est notée E Uy et

n=0
appelée la somme de la série.

¥ ¥ ¥ Explication Comme dans le cas des suites, les premiers termes d’une série n’ont pas d’influence sur sa nature
(convergence ou divergence). Ils affectent en revanche la valeur de sa somme lorsqu’elle est convergente.

Théoréme (Série géométrique) Soit ¢ € C. La série Zq”, dite série géométrique de raison q, est convergente si et

oo}
. 1
seulement si |¢| < 1. Dans ce cas : Z = ——.
I—gq
n=0
n 1— g™t
Dé . ) ko —— sig#1 ; ) , .
émonstration Pour tout n € N : Z q" = 1—gq Le résultat découle de nos connais-
k=0 n+1 siqg=1.
sances sur les limites des suites géométriques. |

Exemple Soit a € R. La série E —, qu’on appelle une série de Riemann, est convergente si a > 2 et divergente si o < 0.
n

Mais que se passe-t-il si « € ]0,2[? Un peu de patience. ..

n
1
En effet Pour tout n € N*, posons U, = E T
k=1
. . 1
e Supposons « > 2. La suite (Un)nen+ est croissante car Up41 — Un = W > 0 pour tout n € N*. Pour
n
. 1 . .
montrer qu’elle converge, i.e. que E — converge, il nous reste a montrer que (Un)nen= est majorée. Or pour
n

n n

1 a>2 1 i 1 i 1 1 1
toutn > 2: n=1 — < 1 — <1 —_ =1 ——— ) =1 1—-—) <2

e Supposons a < 0. Pour tout n € N* : U, > Zl =mn et par ailleurs lim n = co. Le théoréme de

n—00
k=1

. . . 1 .
minoration montre alors que lim U, = co. Comme voulu, E — diverge.
n— o0 n
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1.2 DIVERGENCE GROSSIERE

Théoréme (Condition nécessaire de convergence d’une série) Soit (un)nen une suite complexe.
Si E Uy, converge, alors lim wu, = 0.
n— o0

n
Démonstration Pour tout n € N, posons U,, = Zuk et faisons I’hypothése que Zun converge. Alors si S

k=0
désigne la somme de cette série :  up, =Up —Up—1 — S —5=0. [ |

n— 0o

Définition (Divergence grossiére) Soit (un)nen une suite complexe.

e On dit que la série Zun diverge grossiérement si lim wu, # 0.
n— o0

e Si Z un, diverge grossiérement, alors Zun diverge (tout court).

DN X En pratique  Quand on vous demande de déterminer la nature d’une série Z Un, commencez tout de suite par

vous demander si oui ou non lim wu, = 0. Si la réponse est non, c’est terminé : E up diverge (grossiérement). Si la réponse est
n— o0

oui, vous ne pouvez rien en déduire.

XXX Attention! La réciproque de I'implication « Z U, converge =—> lim u, = 0 » est fausse en général : il ne suffit

n—oo

pas de montrer que hm Un, = 0 pour montrer que E uy, converge. Croire le contraire, c’est avouer qu’on n’a absolument RIEN

compris & la théorie des séries, car la théorie des séries n’a de pertinence qu’a partir du moment ou I’on ne peut se contenter de
la seule théorie des suites. En résumé : une somme infinie de quantités qui tendent vers 0 peut ne pas converger.

1
Exemple La série de Riemann E —, dite série harmonique, diverge. Et pourtant lim — = 0.
n—oo N

1
En effet (Preuve n°1) Raisonnons par I’absurde en supposant la série E — convergente de somme S.
n

Alors : Z Z——Zk n:))QS—SzO.

k= n+1
2n 2n
" 1 1 2n) —(n+1)+1 1 ..
Pourtant pour tout n € N* : Z == Z — = (2n) (2n ) =3 Contradiction !
k=n+1 k=n+1
En effet (Preuve n°2) La fonction z — In(1 + z) étant concave sur | — 1, 00[, son graphe est situé sous sa
tangente en O d’équation y==x. Il en découle que pour tout z € | —1,00[: In(l+ ) <z. Du coup, pour tout
ne€N": Z Zln (1 + ) Z (ln(k +1)—In k) =In(n+1). Or 7};11;(} In(n + 1) = co. Le théoréme

k 1

1 1 ..
de minoration montre alors que hm E E = 00, donc comme voulu que E — diverge.
n

1.3 LIEN SUITE-SERIE

Théoréme (Lien suite-série) Soit (an)nen une suite complexe. Alors la suite (an)nen converge si et seulement si la série
E (ant+1 — an) converge.

n—1
Démonstration Pour tout n € N par simplification télescopique : Z(ak+1 —ag) = an —ap. Il en découle
k=0
que le terme de gauche posséde une limite finie lorsque n tend vers oo si et seulement si le terme de droite fait de
méme. |

¥ ¥ ¥ Explication Grace a ce théoréme, on peut étudier une suite en se servant des techniques spécifiques de la théorie
des séries, ou au contraire étudier une série au moyen des techniques de la théorie des suites.
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Exemple La série Zln <1 + l> diverge.
n

En effet La suite (Inn)pen+ diverge, donc la série Z (ln(n +1)—In n) également.

1.4 OPERATIONS SUR LES SERIES

Théoréme (Opérations sur les séries) Soient (un)nen €t (Un)nen deux suites complexes.

e Pour tout \ € C*, Zun converge si et seulement si Z()\un) converge.

e Si Zun et Zvn convergent, alors Z(un + vp) converge.

e Si Z Un, CcoOnverge mais ZU” diverge, alors Z(un + vp) diverge.

Démonstration Rien & prouver : nous connaissons ce résultat pour les suites et justement les séries sont des
suites. |

*X KX Attention !

1
Si n et n di t toutes les deux, t rien di énéral d n n). P 1 — di
. 121; e Zlv 1ver2gen outes les deux, on nle peu r11en ire en général de Z(u + vp). Par exemple Z - diverge
et Z - + Z = Z -~ diverge aussi, mais Z - Z —= 0 converge.

e Si Z Up €t Z v, convergent, on ne peut rien dire en général de Z UnUrn . Nous verrons plus tard que Z

e 3 (2 ) 5 e

(="
NG

converge,

2 SERIES NUMERIQUES A TERMES POSITIFS

On étudie & présent les séries dont le terme général est positif — sous-entendu : ou nul. Ce qui est vrai de ces séries serait
en fait vrai des séries dont le terme général est négatif (ou nul). L’essentiel est donc, dans cette section, que le signe du terme
général soit constant.

X X X Attention ! Quand vous utilisez I'un des théorémes de cette section, n’oubliez surtout pas de vérifier et mentionner
la positivité des suites étudiées. Hypothése importante !

2.1 THEOREME FONDAMENTAL DES SERIES A TERMES POSITIFS

Théoréme (Théoréme fondamental des séries & termes positifs) Soit (un)nen une suite réelle positive. On pose, pour

n
toutneN: U,= Zuk.
k=0

e La suite (Un)nen est croissante et posséde donc une limite.

o La série E un converge si et seulement si la suite (Uy,)nen est majorée.

Démonstration La suite (Un)nen est croissante car Un+1 — Un = Unt1 = 0 pour tout n € N. Le reste n’est
qu’une réécriture du théoréme de la limite monotone dans le cas croissant. |

¥ ¥ ¥ Explication uand on étudie une série & termes positifs, ce théoréme raméne tout probléme de convergence & un
g
probléme de majoration. La question n’est pas dans ce cas : « La limite existe-t-elle 7 » mais : « Est-elle finie ? ».
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2.2 CRITERE DE CONDENSATION

Théoréme (Critére de condensation) Soit (un)nen une suite réelle positive décroissante. Alors Zun et ZQ”Ugn ont
meéme nature.

Démonstration Pour tout n € N* :

1 terme 2 termes 4 termes 8 termes 27 ~1 termes

” A n—12F_1
Zm* u1) +(U2+U3)+(U4+U5+U6+U7)+(U8+---+U15)+~--+(U2n—1+~~-+U2"71):ZZuzlwri-
k=0 i=0

Or (un)nen est décroissante donc gk ox < Ugk; < ugk pour tous k € Net i € [0,2% — 1].

n—12k_1 n—12F—1 n—12k—1
Du coup E E Ugk 4ok < E E Ugk 4; S E E uqk pour tout n € N*, et donc :
k=0 i=0 k=0 i=0 k=0 i=0
1 & n—1 n—1 n—12F_1 2™ —1 n—12F_1 n—1
5 u2k 2 u2k+1 = 2 ’U/2k+2k S u2k+i = Uk < Ugk = 2 Ugk .

k=1 k=0 i=0 k=1 k=0 i=0 k=0

Les séries E Un €t E 2™ugn sont A termes positifs, donc en vertu du théoréme fondamental, elles convergent si
et seulement si elles sont majorées.

n

1
e Si la série Zun est majorée, disons par M, alors ZQkqu <2 Z ur < 2M pour tout n € N*,
k=1
donc ZQ”Ugn est majorée.

n — n—1
—1>n
e Si la série E 2"ugn est majorée, disons par M’, alors E uk < E ur < E 2%u,k pour tout
k=1 k=1 k=0

n € N*, donc E uy, est majorée.
Les séries E Un €t E 2™ ugn sont finalement bien de méme nature. |
¥ ¥ § Explication La preuve précédente repose sur I'idée que pour sommer tous les u,,, n décrivant N*, on peut les sommer

de maniére condensée par paquets de tailles 1,2,4,8... Il se trouve alors, grace & 'hypothése de décroissance, que le paquet
& Ugn + Ugng1 + Ugnyo + ...+ Ugnti_g » de 2" termes compte autant que la quantité « 2" ugn ».

Théoréme (Série de Riemann) Soit o € R. La série E —, qu’on appelle une série de Riemann, converge si et seulement
n

sia>1.

1
Démonstration  Nous avons déja traité le cas a < 0. Supposons donc a > 0. La suite (—a) est alors
n nEN*
. . . . . 1 2 _
positive et décroissante. En vertu du critére de condensation, les séries E v et E W = E (21 a)n ont

donc méme nature. Or la série Z (217Q)n est géométrique et converge si et seulement si !2170" <1l,ie a>1.
C’est le résultat voulu. |

2.3 COMPARAISON AU MOYEN D’INEGALITES

Théoréme (Comparaison au moyen d’inégalités) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles positives. On suppose
Un < Uy & partir d’un certain rang.

(i) Si E vy, converge, alors E Uy converge aussi.

(ii) Si Zun diverge, alors Zvn diverge aussi.
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n

n
Démonstration Notons N un rang & partir duquel u,, < v, et posons: U, = Z u, et V,= Z v pour
k=0 k=0

n n
tout n € N. Alors pour tout n > N : U, — Uy = Z up < Z v = Vo — Vv (inégalité % ).
k=N-+1 k=N+1

(i) On suppose Z vy, convergente. Alors (Vi )nen est majorée donc (Up)nen aussi en vertu d’s. Comme voulu
Z Uy converge.

(ii) On suppose Zun divergente. Alors lim U, = oo donc lim V;, = oo en vertu d’% et du théoréme de
n—r o0

n—r o0
minoration. Comme voulu Z vn, diverge. [ |
Exemple La série Z ! est convergente
P n2(2 + sinn) sente.
1 1
En effet PourtoutneN*: 0< —=———— < —. En particulier —————— est une série a termes
S n2(2+sinn) - n? P Zn2(2+sinn)

positifs et comme nous savons que E —; converge, il en est de méme de cette série.
n

2.4 COMPARAISON AU MOYEN DE GRANDS O OU PETITS o0

Théoréme (Comparaison au moyen de grands O ou petits 0) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles positives.
On suppose up, = O(vp) — ou bien que up, = o0(vn), mais dans ce cas on a aussi la relation « grand O ».
n— o0 n— o0

(1) Si E vn, converge, alors E Up, CONVErge aussi.

(ii) Si Z uy, diverge, alors Z vy, diverge aussi.

Démonstration  Puisque up, = O(vn), il existe un rang N et un un réel K > 0 tels que pour tout n > N :
n— o0

|un| € Klvn|, ie. ici un < Kvy. Utiliser ensuite le théoréme de comparaison au moyen d’inégalités. [ |

cosn

n|e
Exemple La série E % converge.
n3 —

n
) L\/ﬁJ ecosn N ) L nJ ecosn ecosn
En effet Pour commencer la suite | ———— est positive. Par ailleurs ———— ~ =—,
n3—n nd—n  noco 3
neN*
L J cosn 1 1
donc —%— = O | — |- Comme la série de Riemann E — converge (2 > 1), cela montre bien que
n>—n n—o0o n n

Z L\/ﬁjecosn

3 converge aussi.
nd —n

Théoréme (Série de Bertrand) Soient «, 8 € R. La série Z qu’on appelle une série de Bertrand, converge si
n

e(Inn)f’
et seulement si : e soit a>1; e soita=1et > 1.

Démonstration
1 v 1 -1
e Si o > 1, posons v = arl > 1. Alors n = — 5 0 car 2 > 0. Ainsi
2 n®(Inn)? n®z (Inn)s "o
! O ! Or la série de Riemann Z ! converge car v > 1. Par ailleurs la série Z !
— = — . i i — Y . i i —_—
n*(Inn)f n—ooco ny ny & i n®(lnn)?
est & termes positifs. Cette série est donc convergente par comparaison.
1 *(lnn)? a- -1
e Si o < 1, posons v = atl < 1. Alors n?(Inn)” = nTl(lnn)B — 0 car & < 0. Ainsi
2 ny n— o0
1 1 1 1
e 0] <W) . Or la série de Riemann Z o diverge car v < 1. Par ailleurs la série Z m
est a termes positifs. Cette série est donc divergente par comparaison.
Inn)? 1 1 1
e Sia=1let § <0, lim M =0donc — = O ———— ). Or la série harmonique Z — diverge et
n—o0 n N n—oo n(lnn)? n

1
E ——— est a termes positifs, donc cette série diverge.
n(lnn)B
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1
e Supposons enfin que o« = 1 et § > 0. Dans ces conditions la suite <W) est positive et décroissante.
n(lnn n>2
1 2
Le critére de condensation nous permet d’en déduire que les séries —— et ——— ont
Z n(lnn)?s Z 27L(1n(2n))6

1
——— et — ont méme nature. Nous savons qu’elles
n(lnn)? Z np d
convergent si et seulement si 8 > 1. C’est justement le résultat souhaité.

méme nature. En d’autres termes, les séries E

2.5 COMPARAISON AU MOYEN D’EQUIVALENTS

Théoréme (Comparaison au moyen d’équivalents) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles positives. On suppose
Up ~ Un. Alors Z Up et ZU” ont méme nature.

n—o00

Démonstration Puisque up, ~ wvp,onaaussiu, = O(vn)etv, = O(un). Utiliser alors le théoréme de
g n— o0 n—o0

n (oo}
comparaison au moyen de grands O. |

1
Exemple La série Z 3 ( converge.
n2(n

)

1
En effet Cette série est a termes positifs et

. . 1
= .~ 3 Comme la série de Riemann E — converge
n2(n+/n) n—srco n n

. 1
(3> 1), c’est aussi le cas de Z _

n2(n++n)

n
1
Exemple 1l existe un réel v, appelé la constante d’Fuler, tel que : T Inn+ v+ o(1).
n— o0
k=1
n
En effet Posons, pour tout n € N* :  a, = P Inn. Nous souhaitons prouver que la suite (an)nen-
k=1
converge. En vertu du lien suite-série, il nous suffit pour cela de montrer que la série Z(an+1 — an) converge.

C’est ce que nous allons faire. Pour tout n € N* :

7L+11 n 1 1 1 1
n+1 — Qn = < E—ln(n—kl)) - <ZE—1nn> :n—H—ln(n+1)+lnn:1n (1—n—+1> - <—n+1)

k=1 k=1
1 1

oo TR e I

Ceci prouve pour commencer que la série E (ant+1 — an) est & termes négatifs & partir d’un certain rang — en fait

1
dés le rang 1. Mais par ailleurs la série de Riemann E — converge (2 > 1) donc par comparaison E (ant+1—an)
n

aussi. Comme voulu (an)nen+ converge, et si nous notons ~ sa limite c’est terminé.

3 CONVERGENCE ABSOLUE ET SERIES ALTERNEES

3.1 CONVERGENCE ABSOLUE

Définition (Convergence absolue) Soit (u,)nen une suite complexe. On dit que la série Z U, est absolument convergente

ou qu’elle converge absolument si la série E |un| converge.

Exemple La série Z (_12)

. . 1
est absolument convergente car la série de Riemann E — converge (2 > 1).
n n

Bien siir, tout le monde s’interroge : une série absolument convergente est-elle convergente? La réponse est oui. Pour le
prouver, introduisons quelques notations.
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Définition (Parties positive et négative d’un réel) Soit z € R.

e On pose z+ = max {:c, O} et x7 = max { —x, O}. Le réel ™ est appelé la partie positive de x et ©~ est appelé sa partie

négative.

o Jz|=zt4+z et z=2t -2~

¥ ¥ ¥ Explication Les graphes suivants illustrent cette définition. Notez bien que la partie négative d’un réel est. .. positive!
g g

=zt 4+~ =z —=x

Théoréme (La convergence absolue implique la convergence) Soit (u,)nen une suite complexe. Si Zun converge
absolument, elle converge (tout court).

QD DN D En pratique  Ce théoréme raméne dans de nombreux cas I'étude de la nature d’une série quelconque a ’étude
de la nature d’une série & termes positifs — pour laquelle nous avons tout un tas de théorémes de comparaison. Quand vous
étudiez la nature d’une série quelconque, commencez donc par vous demander si elle converge absolument.

Démonstration Traitons d’abord le cas des suites réelles ; le cas des suites complexes en général en découlera.

e Supposons d’abord que (un)nen est une suite réelle et que Z|un| converge. Comme 0 < u} < |un| et
0 < u, < |un| pour tout n € N, le théoréme de comparaison au moyen d’inégalités montre que Zu: et

E u,, convergent toutes les deux. Par différence, E Up = E (ui — u,, ) converge comme voulu.

e Cas général : (un)nen est & présent une suite complexe et Z |un| converge. Comme 0 < |Re(un)| < |un]
et 0 < !Im(un)| < |un| pour tout n € N, le théoréme de comparaison au moyen d’inégalités montre que
Z |Re(un)| et Z |Im(un)| convergent toutes les deux. A fortiori, en vertu du premier point, Z Re(un) et

Z Im(u,) convergent également. Par somme enfin, Z Up = Z (Re(un) +1 Im(un)) converge. [ |

X X X Attention ! La réciproque du théoréme précédent est FAUSSE! Une série peut converger sans étre absolument
convergente. Nous verrons des exemples de telles séries dans le paragraphe sur les séries alternées. En attendant, nous pouvons
au moins donner une définition.

) —1)Llvnl
Exemple La série Z % converge.
(-1)vel
En effet  Pour obtenir cette convergence, il nous suffit d’établir la convergence absolue de Z 1 ie.
n
1 1 1
la convergence (tout court) de Z PR Or cette série a termes positifs est convergente car 21 < —; pour

1
tout n € N* et car la série de Riemann E — converge (2 > 1).
n

Définition (Semi-convergence) Soit (un)nen une suite complexe. On dit que la série E U, est semi-convergente si elle est
convergente mais pas absolument convergente.
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3.2 REGLE DE D’ALEMBERT

Théoréme (Régle de d’Alembert) Soit (un)nen une suite complexe. On suppose u, # 0 & partir d’un certain rang.

. s u .

(i) Si nILH;O Z—H < 1, la série E un converge absolument, donc converge (tout court).
n

(i1) Si nlgnolo Z—H > 1, la série E un diverge grossiérement, donc diverge (tout court).
n

% XK Attention ! Rien ne garantit en général que la limite lim existe. Par ailleurs la régle de d’Alembert ne

n—oo | Up

Un+1
Un

nous dit RIEN si lim = 1. Ce cas limite est appelé souvent le cas douteuz de la régle de d’Alembert.

n—o0

existe, notons ¢ cette limite. La preuve qui suit consiste a comparer

Démonstration Supposant que lim

—» 00 Un,

la série E U, & une série géométrique — dont nous maitrisons parfaitement la nature.

(i) Supposons d’abord ¢ < 1 et posons € = 17_4 Alors e > 0 et 0 < £+ ¢ < 1. Par définition de /, il existe

donc un rang N a partir duquel u, 7# 0 et 0 < Unt1 < £+ €. Dans ces conditions, pour tout n > N 4+ 1 :
n—1
Zj; = ,}J\, UZ—;:I <(+e)" N, donc0 < |un| < K({+e)" ot K = % ne dépend pas de n.

Conclusion :  |un| = O((€+ 5)”) Or la série géométrique Z(Z +¢)" converge car 0 < £+¢ < 1, donc
n—oo

la série & termes positifs E |un| aussi par comparaison. Comme voulu, E Uy converge absolument.

l—1
(ii) Supposons maintenant £ > 1 et posons ¢ = — Alors € > 0 et £ — & > 1. Par définition de ¢, il existe

donc un rang N & partir duquel u, # 0 et —tl1 5 ¢ — £, Dans ces conditions, pour tout n > N + 1 :
n
U ol |un]
—| = H LAy (€ —e)" N, donc |un| = K({ —e)" ou K = N _ e dépend pas de n. Comme
uN oo | Uk L—e)N
£ — e > 1, le théoréme de minoration montre que lim |un| = co. En particulier lim u, # 0, donc Zun
n—o0 n— o0
diverge grossiérement. [ ]

Un+1
Un
de quotients. On peut notamment espérer des simplifications au numérateur et au dénominateur dans ce cas.

D2 DD En pratique Le calcul de lim

n—oo

est plus facile a faire si la suite (un)nen est définie a ’aide de produits et

(n+1)"
A B 1 n\* 1 1
Exemple La série Z 3 converge car : — 1 |3 (1 + ﬁ) — 3 et 3 <1
n n—oo
3n

Exemple La série E — converge pour tout z € C. On définit généralement la fonction exponentielle comme la somme de
n!

n

N

z

oo
cette série, de sorte que pour tout z € C: e° = Z Nous comprendrons mieux la raison de cela & la fin du chapitre.

n!
n=0

Remarquez bien que nous sommes ici en train de parler d’une définition de ’exponentielle sur C — définition unique! Quand nous

avons défini ’exponentielle complexe en début d’année, notre définition supposait connues ’exponentielle réelle et les fonctions

sinus et cosinus, via la formule : Vz € C, e* = eRe®) (COS Im(z) +isin Im(z)). Au contraire, quand on définit ’exponentielle

complexe comme la somme d’une série, ce sont I’exponentielle réelle et les fonctions sinus et cosinus qui s’en déduisent.

En effet Soit z € C. Si z = 0, la convergence de Z Z—' est évidente. Supposons donc z # 0. Alors :
n!

Zn+1
1! "
(n _tl ) = 12| — 0. Larégle de d’Alembert montre que Z Z converge absolument, donc converge.
4 n—+1 n— o0 n!
n!
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3.3 SERIES ALTERNEES

Définition (Séries alternées) On appelle série alternée toute série Z(—l)"an ol (an)nen est une suite réelle positive.

_1\n _1\n,—n 1\ 2
Exemple Les séries Z (=1) , Z ( 12)+61 et Z % sont alternées.
n n n2y/n

Théoréme (Théoréme des séries alternées) Soit (an)nen une suite réelle positive décroissante de limite nulle. Alors

la série alternée Z(—l)”an converge.

X X X Attention ! L’hypothése de décroissance n’est pas 1a pour décorer !

n
Démonstration  Posons, pour tout n € N: S, = Z(—l)kak. Nous allons montrer que les suites (S2n)nen

k=0
et (S2n+1)nen sont adjacentes. Cela montrera qu’elles sont convergentes de méme limite en vertu du théoréme des

suites extraites, et donc que la suite (Sn)nen converge d’aprés le théoréme des suites extraites. Comme voulu on

2 n
aura prouvé la convergence de E (-1)"an.

Par hypothése :  Sont1 — Son = (—1)2"+1a2n+1 = —a2n+1 — 0. Ensuite la suite (S2n)nen est décroissante
n—o0

car pour tout n € N: Sy 41) — San = (—1)2"“(12”“ + (—1)2"+2a2n+2 = a2nt+2 — a2n+1 < 0, la suite (an)nen

étant décroissante. Pour une raison analogue la suite (S2n+1)nen est croissante. |

(="

Théoréme (Série de Riemann alternée) Soit a € R. La série Z
na

, qu’on appelle une série de Riemann alternée,

converge si et seulement si a > 0.

8 ¥ ¥ Explication Pour a € ]0,1], la série Z )
na

est semi-convergente : elle converge, mais pas absolument.

(="

na

Démonstration Si a < 0, la série Z diverge (grossiérement). Si au contraire a > 0, la suite positive

1 . - 1" .
<—a> est décroissante de limite nulle, donc Z ( a) converge d’aprés le théoréme des séries alternées. W
n neN* n

D XV QX En pratique 1l ne faut pas toujours vouloir a tout prix appliquer le théoréme des séries alternées directement. Un
mélange de techniques est souvent préférable. Etudiez attentivement ’exemple qui suit.

Exemple La série Z . n(;;)n (nﬂ)

converge.

1 . .
3 T ne semble pas simple a étudier. Le
n4 4+ n4 sin (nﬁ) nen

théoréme des séries alternées ne nous sera donc pas utile directement. Commencons par effectuer un développement

En effet La monotonie de la suite positive <

o L _
limité — on rappelle que T u oo 1—u+o(u) o 1+ O(uw).

-1H" -H" 1 -1H" 1 -H" 1
3 (1 ) = ( 3) X : = ( Q) {1 +0 <_1>} = ( g) +0 <_§> :
n1 +nsin (nv2) ni 14 o (nv2) n=ee pi ns )| nooo 3 na

T
n2

Intérét de cette méthode & base de développement limité : le probléme initial compliqué est décomposé en sous-
. . . -H" 3 . . 1

problémes élémentaires. La série de Riemann alternée E ( 3) converge car 1 > 0, et la série de Riemann E —
na n4

. 5 . .
aussi car 1 > 1, donc par somme, grace au théoréme de comparaison au moyen de grands O et au fait que la

o - (="
convergence absolue implique la convergence (tout court), la série Z - (nx/ﬁ)

converge.
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4 RECAPITULATIF DES PREUVES DE CONVERGENCE

D XY DN En pratique lim u, #0

n—o0o

(divergence Up & UN Techniques

Le schéma ci-dessous rassemble et ordonne les
résultats de convergence établis dans ce cha-
pitre. Comme souvent en mathématiques, les constant comparaison
méthodes qui en sont issues ne permettent
pas de conclure dans tous les cas. Il n’en
demeure pas moins que ce schéma mérite un sé-

grossiére) —> signe > de

. ;. lim w, =0 [—
rieux coup d’ceil. e Z "
n

converge

un, N’a pas absolument

—| un signe |[—

constant

Z Uy est

alternée

> (théoréme
des séries

alternées)

5 PRODUIT DE CAUCHY

Définition (Produit de Cauchy) Soient (un)nen et (’Un)ngN deux suites complexes. On appelle produit de Cauchy des séries

E Uy et E v, la série de terme général E UpVg = E Uk VUn—Fk-

0<p,g<n
ptq=n

Théoréme (Convergence absolue d’un produit de Cauchy) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites complexes. On pose,

pour tout n e N: p, = Zukvn,k.

Si Z Un, €t ZU” convergent absolument, alors an également et de plus : an = Z U X Z Un.

Démonstration Posons U = Z Up, V = Z vn, U = Z |un| et V= Z |vn]-

n=0 n=0 n=0
e Commengons par prouver la convergence absolue de E Pr. La série E |pn| étant & termes positifs, il nous

suffit de montrer qu’elle est majorée, ce qui résulte du calcul suivant. Pour tout n € N :

n k

n
D Ipl =2
k=0

k=0

n n

Intcrvcrsmn
E E |uil |kl > > luil Jvk—]
des

trldngulalre k=0 i—0 sommes 7 —

Inegdhte

UiV —q
0

<qu|ZIvkz> B Z<|ul|nzl|uj|> Z|uz|17<(717.

=0 =0

n
Si nous posons p, = Z |ug| |[vn—k| pour tout n € N, nous venons d’établir au passage que Zﬁk < UV

k=0 k=0
oo

pour tout n € N, donc que la série & termes positifs Zﬁn converge. Posant P = Zﬁn, ona: P<UV.
n=0

10
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e Prouvons & présent qu’en fait P =0UV. Pour tout n € N :

2n

n n k
D lual x> el = D0l losl < Y0l fosl = D0 il for—il = E D
i=0 =0 0<i,j<n 0<k<2n k=0 i=0
0<,j<2n
i+i=k

Pour la majoration centrale, remarquez simplement qu’on somme des réels positifs et que la somme de droite
contient tous les termes de la somme de gauche. Faisant tendre n vers co, nous obtenons l'inégalité ov < P
et donc I’égalité souhaitée.

e Calculons enfin la somme P = Z Pr. Nous voulons montrer que P = UV. Pour tout n € N :
n=0

n n n
E U; X E vj — E Pk E UV — E UV;5 | = E U3 Vj
i=0 j=0 k=0

0<i,j<n 0gksn 0<i,j<n
0<i,j<n n+1<i45<2n
i+j=k
n n n
< D) luil gl = D fual fosl = > fwil Jogl =Dl x Y fvil = D> B
0<i,j<n 0<i,j<n 0<k<n i=0 j=0 k=0
n+1<itj<2n 0<i,j<n
i+j=k

Comme le terme extréme a droite tend vers UV — P = 0 lorsque n tend vers oo, le théoréme des gendarmes
montre que le terme extréme & gauche tend lui aussi vers 0. Mais il tend aussi vers UV — P. Comme voulu

P=UV. ]

X XK Attention! Malheur a vous si vous oubliez I’hypothése de convergence absolue! On peut montrer que le résultat
1)

est faux en général sans cette hypothése. Posons par exemple u,, = (=1) pour tout n € N*. Comme nous l’avons vu, la série

N

Z Uy, est semi-convergente. Que dire alors de son produit de Cauchy par elle-méme ? Pour tout n > 2 :

k 1)n k n—l k(n— k)<n2" 11

n—1 1) B
;u’“u”’k ;\/E Vn-Fk Z\/T <7 Bedis

Ce calcul montre que le produit de Cauchy de Z un par elleeméme diverge (grossiérement).

(oS} nn 0 n oo m
Exemple Pour tous 2,2’ € C: E M = E — X E —. Ce résultat justifie qu’on définisse I’exponentielle au
n! n! n!
n=0 n=0 n=0
oo n
2 z 1 s g 242’ 2,2
moyen de la formule « e* = E — », car il s’écrit dans ces conditions : e =e®e”.
i !
n—k
En effet Soient z,z’ € C. Posons, pour tout n € N : E 7. Nous avons déja vu que
k' (n—k)!

s Z Z,n P ~ 2 2 L
les séries E — et E — convergent absolument. Le théoréme précédent montre dans ces conditions que E Pn
n! n!

s n st m
z z .
converge et que E Pn = E s X E T Mais que vaut p, ? Pour tout n € N :
n=0

n ok m—k n nyn
B z z 1 n! km—k =k _ (z+2")
"_kzzok! X(n—k)!_n!];k!(n—k)!z n.Z :

n!

11



